Les caractéristiques de tendance centrales nous permettent d’avoir un ordre

de grandeurs de la série mais ne nous renseignent pas sur la structure interne

de la série ainst par exemple les trois séries suivantes
o 58:59:60:61:62;dont x = 60
¢ 50:55:60:65;70;dont x = g
' 1;1;1;1;296;d{:ﬂt£:50
Elles ont le méme ordre de gradeurs : N = 5 et la méme moyenne X = 60 mais

elles n'ont pas la méme structure interne ; dans la troisiéme série les valeurs
du caractére sont beaucoup plus dispersées que dans la premiére et la

deuxiéme d'ot I'intérét d'un indicateur de dispersion.



I) L’INTERVALLE DE VARIATION OU L'ETENDUE :
L'étendue (e) est la différence entre la plus grande et la plus petite des valeurs

observees. Ce paramétre est également appelé « intervalle de variation ».
¢ Cette caractéristique est la plus simple mais aussi la moins significative.
¢ Sa signification est claire et son calcul extrémement rapide.

¢ Ces avantages la font fréquemment utiliser dans le controle de
fabrication industrielle plutot que d'effecteur des calculs complexes en

atelier.

Exemple : dans une série statistique on ‘a relevé les informations suivantes :

23 40 45 60 70 73 80

L'intervalle de variation :
e=80-25=155



Signification :

Ce calcul est simple mais la simplicité de ce calcul ne doit pas nous faire
oublier que « I'étendue » est trés sensible aux fluctuations des valeurs
«extrémes » qui sont souvent peu représentatives.

Cette valeur caractéristique, qui correspond a un concept fort utilisé dans
la pratique (écart entre le premier et le dernier coureur, écart entre la
meilleur et la plus faible note, etc.) est insuffisante pour une étude sérieuse

de la dispersion.



II) L’ECART INTERQUATILLE :

L'intervalle interquartile permet de supprimer les valeurs erronées
éventuelles qui se trouvent en extrémité d une distribution.

A) DEFINITION DU QUARTILE :

La definition du quartile est analogue, dans son principe, a celle de la médiane.

[l y a trois quartiles : Q1 ; Q2 et Qs.

Ce sont les valeurs de la variable statistique telles que, les observations étant

rangées en ordre croissant, un quart des observations soient inférieures a Q1,

un quart comprises entre Q1 et Q2, un quart comprises entre Q2 et Qs et un

quart supérieures a Qs.

* On appelle premier quartile Q1 : la valeur du caractére telle que 25% des
effectifs ont une valeur inférieure a Q; et 75% des effectifs lui sont
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On appelle deuxiéme quartile Q2 : la valeur du caractére telle que 50%
des effectifs ont une valeur inférieure a Q2 et 50% des effectifs lui sont
supérieures : c’est la médiane (Me).

On appelle troisiéme quartile Q3 : la valeur du caractére telle que 75% des
effectifs ont une valeur inférieure a Qs et 25% des effectifs hui sont

supérieures.

Pour calculer les quartiles, il faut suivre les étapes suivantes :

1) Calculer les effectifs cumulés croissants ou décroissants,
2) Calculer le rang du:
¢ Premier quartile : rang Q1= Y ni/4
¢ Deuxiéme quartile : rang Q2 = rang de la Médiane =} ni/2
e Troisiéme quartile : rang Qs = 3% ni/4,
3) Repérer les rangs de Q1 ; Q2 et Q3 dans la colonne des ni cumulés
croissants ou décroissants,
4) Déterminer les classes de Q1 ; Q2 et Q3.
5) Interpoler linéairement pour situer exactement la valeur de Q1 ; Q2 et

Qs.
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B) APPLIQUATIONS :



a) Calculons le premier quartile des 195 employés de I'entreprise industrielle

Primes
mensuelles

[0 - 200]
[200 - 400]
[400 - 600]
[600 - 800]
[800 - 100

(1000 - 1200]
[1200 - 1400]

8

Totaux

1) Calculer les effectifs cumulés croissants : voir tableau ci-dessus,

ni
Employés | cumulés
ni croissants
34 34
60 94
23 117
30 147
24 171
13 184
11 195
195

97,5



2) Calculer le rang de Qi: rang Q1 =) ni/4 = 195/4 = 48,8

3) Repérer le rang de Qi dans la colonne des ni cumulés croissants ou
décroissants,

4) Déterminer la classe de Q; : le rang de Qj se situe entre la valeur 34
et 94 car : 34 < 48,8 < 94 donc la lasse de Q1 est [200 - 400],

5) Il faut interpoler linéairement pour situer exactement la valeur de Q1

<
< |
200 O 400
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
34 438 04
<




Ql= Q1-200 = 488-34
400-200  94-34

Q1=01-200 =148
200 60
Q1=249,16dh
Signification :

C'est la prime telle que 75% des employés touchent une prime supérieure &
249,16dh et 25% des employés touchent une prime inférieure a 249,16dh



b) Calculons le deuxiéme quartile des 195 employés de l'entreprise
industrielle.
Primes

mensuelles

[0 - 200]

200 - 400

400 - 600

600 - 800

1800 - 100

11000 - 1200]

1200 - 1400]

Totaux

11

Employés | cumulés
ni croissants
34 34
60 94
23 117
30 147
24 171
13 184
11 195

195

97,5



1) Calculer le rang de Q2 correspond a celui de la médiane :
Rang Q2= m1/2=195/2=97,5
2) Déterminer la classe de Q2 ou médiane : [400 - 600],
3) Il faut interpoler linéairement pour situer exactement la valeur de la Qo

<
< |
400 o 600

94 97,5 117

M A




Q2= Qp - 400 = 97,5 - 94

600 - 400 117 - 94

Q2= Q2 -400= 35
200 23
Q2 -Me = 430,40dh

Signification :
C'est la prime telle que 50% des employés touchent une prime supérieure a
430,40dh et 50% des employés touchent une prime inférieure a 430,40dh.



[0 - 200] 34 34
[200 - 400] 60 94
[400 - 600] JQa 23 117 || 146,25
[600 - 800] 30 147
[800 - 100 24 171
[1000 - 1200] 13 184
[1200 - 1400] 11 105
Totaux 195

1) Calculer les effectifs cumulés croissants : voir tableau ci-dessus,

2) Calculer le rangde Q3=3* % ni/4 = (3 * 195)/4 = 146,25

3) Repérer le rang de Q3 dans la colonne des ni cumulés croissants ou
décroissants,

4) Déterminer la classe de Qs : le rang de Qs se situe entre 94 et 117 donc la
lasse de Qs est [400 - 600],

5) Il faut interpoler linéairement pour situer exactement la valeur de Qs.



<
600 Qs 800
| | |
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| | |
| 1 |
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117 146,25 147
< |
<
Q3= Q3 -600 = 146-117
800 - 600 147 - 117
Q3= Q3 -600 = 29,3
200 30
Q3 =795
Signification :

C’est la prime telle que 25% des employés touchent une prime supérieure a

795dh et 75% des employés touchent une prime inférieure a 795dh.

C) DEFINITION DE L’ECART INTERQUARTILE :



C’est la différence entre le troisiéme quartile et le premier quartile = Q3 — Q1
Entre Q3 et Q1. C'est donc l'intervalle qui contient 30 % des observations, en
laissant 23 % a gauche et 25 % a droite.

50% des observations .
Q: ! Qs

D’aprés l'exemple que nous avons étudié :

Qz—-—0Q1 =795 - 249,16 = 545,84dh, cela signifie que 50% des employvés ont un
écart de prime au plus égal a ce montant.

Les avantages de l'intervalle interquartile résident dans la rapidité de son
calcul et la simplicité de sa signification.

Par contre, il ne tient compte que de l'ordre des observations et non de leurs
valeurs et des écarts qui existent entre elles.

Remarques :
e On utilise quelque fois ce gqu'on appelle la déviation guartile ou encore,

L’écart semi-interquartile = Q3 — Q1
2
e Pour comparer des séries de natures différentes, ou exprimées en unités
différentes, on utilise I'intervalle interquartile relatif = Q3 — Q1

Me
e Linconvénient de l'écart interquartile est de ne tenir compte que de 50%
des observations. Certains ont cherché a élargir le nombre dobservations
en calculant des écarts inter déciles et des écarts inter percentiles.



D) LES DECILES :
On appelle premier décile que I'on note D1, la valeur du caractére telle que
10% des observations ont une valeur qui est inférieure a D; et 90% des

observations ont une valeur qui lui est supérieure.
Rang de D1 =3 ni/10

80% des observations

D1 i ﬂg

On appelle le 9éme décile, Do : la valeur du caractére tel que 90% des
observations lui sont inférieures, et 10% des observations lui sont
supérieures.

Rang de Dg=9 * ¥ ni/ 10

L'intervalle inter décile Do - D1 : il contient 80% des observations

Rang de Da=4 *3 ni/10

Rang de Ds= 35 * % ni/ 10 = rang de la médiane

Rangde Ds=8 *3 ni/ 10

Pour les interpolations linéaires on garde toujours le méme principe de
calcul.



VI) LA VARIANCE ET L’ECART TYPE :
Dans le calcul de 1'écart absolu moyen intervenait les valeurs absolues des
écarts a la moyenne.

L'écart-type sera defini a partir des valeurs de ces écarts élevés au carre. On

déterminera de cette facon une sorte de distance moyenne des observations a
la moyenne arithmétique qui constitue une mesure de la dispersion.

A) DEFINITION :
On appelle une variance la moyenne arithmeétique des carrés des écarts entre
les valeurs du caractere par rapport a leur movenne arithmétique.

= Toi (xi -y
> i

On appelle écart-type est la racine carré positive de la variance
6= g



B) APPLICATION :
Dans la série suvante on a :

Primes  |EFECTIFS ) ) )

mensuelles i x| nixt | ®-x) | (x-a)? |mn(x - x)
10 - 200] 34 | 100 | 3400 | -433,85 | 18822582 | 6399677,38
200 - 400[ 60 | 300 | 18000 | -233,85 | 5468582 | 328114920
400 - 600] 23 | 500 | 11500 | -33,85 | 114582 | 26353,86
600 - 800] 30 | 700 | 21000 | 166,15 | 2760582 | 82817460
800-1000[ | 24 | 900 | 21600 | 366,15 | 134065,82 | 3217579,68
1000-12000 | 13 [1100] 14300 | 566,15 | 32052582 | 4166835,66
1200- 14000 | 11 [1300 14300 | 766,15 | 58698582 | 6456844,0
Totaux 195 104100/ 1163,05 | 1313240,74|24376614,90




6= yni (xi - x)? = 2437661490 = 125008

i 195

6= g =4125008 =353,56

Signification :

353,56dh c’est la moyenne des écarts par rapport a la moyenne.

S1 la valeur de I'écart type est faible cela veut dire que presque toutes les
valeurs de x; sont proches de la moyenne, on a donc une série peut dispersée.
Par contre s1'écart type est élevé cela veut dire quil v'a des xi faibles et des x;
élevées par rapport a la moyenne , on a donc affaire a une serie trés dispersee.



C) COEFFICIENT DE VARIATION

Supposons que l'on ait calculé la moyenne arithmétique X et l'écart-type o

dune population.
Pour comparer deux séries difféerentes, on utilise le coefficient de variation

ven% =6 * 100

X

Exemple :
Soient les séries suivantes :
Modéle d’ampoules I Modéle d’ampoules II
Y = 1400 heures X = 1800 heures
6 = 100 heures 6 = 450 heures
v =(100/1400) * 100 = 7,14% v = (4350/1800) * 100 = 25%

La premiére série est moins dispersée que la deuxiéme.



Eien gue la notion de concentration soit differente de celle de dizpersion, les

deux phénoménes varient dans le méme sens.

A une grande dispersion des valeurs x;, correspond cbligatoirement une forte
concentration.

De plus, les paramétres de concentration qui sont l'écart entre la mediale et
la médiane, la courbe de Lorenz et l'indice de Gini, s'interprétent comme les

paramétres de dispersion : le degré de concentration est positivement lié a leur

valeur.
La notion de concentration n'est applicable gue lorsque les wvalsurs du
caractére a une signification

Par exemple :

] Enzemble d’entreprises classées selon le chiffre d'affaires,
. Enzemble de personnes classées selon le revenu,
. Enzemble d’agriculteurs classés selon la surface d'exploitation,

Voict des contres exemples :

. Enzemble dindividus classés selon I'age ou zelon la taille qui n'a pas de

SEILS.



I) LA DETERMINATION ALGEERIQUE DE LA CONCENTEATION
A) PRINCIPE :
La difféerence entre la médiale et la médiane, Ml - Me, donne une idée de la

concentration dune distribution.

Four mesurer cette concentration, on mesure dabord, I'ecart qui existe entre
la mediale et la médiane : AM = Ml - Me,

S1 AM = 0 : la concentration est nulle car la répartition est égalitaire ; par
contre si AM est # de 0 : il v'a une concentration.

Lorsque cette difference est grande par rapport a 1'étendue, on dira gque la
concentration est forte, et lorsqu'elle est petite, on dira que la concentration
est faible,

Cette concentration est d'autant plus forte gque AM est grande par rapport &

I'intervalle de variation.

Concentration : Ml - Me = AM
L'intervalle de variation e




E) APPLICATION :
Soient les salaires horaires des cuvriers dune entreprise réparties dans le
tableau suivant :

salaires | Ouvriers
1 X1 ni .Xi ni cum croi | ol WX Cum crod
[20 - 40[ g 30 240 8 240
[40 - 50] 8 45 360 16 600
[20 - 80[ 12 23 660 28 1260
[60 - 80| 8 70 560 36 1820
[80 - 100] 4 90 360 40 2180
40 2180,00

La détermination de la concentration nécessite la connaissance de la mediane

et la méediale :

a) Calcul de La mediale Me) :

Me= Me - 30 =_ 20 - 16

60 - 30 28 - 16
Me= Me - 50 = 4
10 12
Me = 53,33dh




b) Calcul de la mediale (M) :

ML = ML - 30 = 1090 - 800
60 - 50 1260 - &00
ML = ML - 50 = 480
10 860

ML = 37,42dh

c) Mesure de la concentration

AM = Ml - Me
AM =537,42 - 53,33
AM = 4,09

Lintervalle de varnation = e = 100 - 20 = 80

Concentration = K1 - Me = AM
Lintervalle de =
variation
Concentration = 409 = 409 00311 =5,11% : Faible concentration

100 - 20 80



II) LA DETERMINATION GRAPHIQUE DE LA CONCENTRATION : LA
COUREBE DE LORENTZ GINI :

A- LA CUREBE DE GINI LORENTZ :
GINI propose de mesurer la concentration en mettant en abssices les
frequences cumulées en%, et en ordonnées nmi x1 cumulés en %

EXEMPLE :

Utilisons la distribution statistigue suivante portant sur un ensemble de

parcelles de terrains classées d'aprés leur superficie

surface Nombre de
(hectares) parcelles
[0 - 10] 16
[10 - 20] 30
[20 - 40] 18
[40 - 70[ 10
170 - 100] 06
80




Nous allons étudier le phénoméene de concentration et le mesurer.

Centre| Effectif | Effectifs
surface de mnj cumulés
classe croissants
X1
0-10 o 16 16
10 - 20 15 230 46
20 - 40 30 18 &4
40 - 70 55 10 T4
70 - 100 a5 (57 a0
g0

0

Xing

Xy ng cumulés

croissants
a0 a0
450 230
240 1070
350 1620
210 2130
2130

0\

On peut constraire un carré dont la base sera graduee de 0 a 100 et servira

d'axe des abscisses et dont la hauteur sera gradueée de 0 a 100 et servira d'axe

des ordonnees.

En abscisse, on porte les effectifs cumules, en pourcentage de l'effectif total.

En ordonneée, on porte les xj nj cumulés, en pourcentage du total des x; ng

On a les ordonnées suivantes



Yo des 2% des
Fréguence cumulée croissante xg My cumulés croissants

20 4

7.5 23
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La courbe O .M. B est dite courbe de concentration.




¢ 31 toutes les parcelles avalent la meme superficie, les pourcentages
cumulés des nombres de terrains et les pourcentages cumulés des i

n; seratent égaux entre eux sur chague ligne du tableau. La courbe de
concentration se réduirait a la diagonale OB du carré, La concentration
serait nulle,

¢ Flus la courbe de concentration est éloignée de la diagonale, plus la
concentration est forte.

A} L'INDICE DE CONCENTRATION DE GINI :
On peut mesurer cette concentration au moyen de l'indice de concentration.
[l est ézal au rapport entre :
- laire comprise entre la diagonale OB et la courbe OMB
et
- l'aire du demi carre = {100 * 100 /2 = 5000
Cet indice varie entre O et 1



Concentratiomn © = Aijre de la concentratiomn

Avdre du triangle OAB

= Adre de la comncentratiom
SO

Aare de la concentration = aire du trniangle OABE — aare de OABM
L'aire OAEBM =t décomposde en un triangle rectangle et des trapdé=zes.
Sachant gus :

Liaire du triangle rectangle = Hauteur * Base
=2

4
]

3 orm

Liaire du triangle rectangle = 5 * 3 = 9 crm



Ajdre dan Trapeze = Hauteur * (Petite Base + Grande Base)

2

A 18 cm D

12 ch
B

Ajre du Trapéze : 12 * (18 + 20) = 228 cm

— -
20 cm

Maintenant on va calculer les surfaces d'OME
¢ 51 = surface du triangle rectangle = (4 * 20} / 2 =40 cm
o 52 = surface du trapeze = [|4 + 23)(27,2-20)] f 2=543,7> cm
¢ 53 = surface du trapéze = [(23 + 30)(80 - 37,3)] / 2 =843,7> cm
¢ 54 = surface du trapeze = [|20 + 76)(92,5-80)] / 2=787,>5cm
¢ 55 = surface du trapéze = [|76 + 100)(100 - 92 5)] / 2 = 660 cm



Donc Aire OABM =40 + 543,75 + 843,75 + 787 5 + 660
=2873cm

Et Aire OME = Aire OAB - Aire OABU
=5000-2875=2125

2125

Indice de concentration = —— = 0,425 = 42 5% : c'est une concentration

IMOVENILE,



